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Identidades Trigonométricas

PROGRAMA DE ACOMPANAMIENTO EN MATEMATICAS!

Universidad Tecnologica de Pereira

Resumen

Este documento retine de forma organizada las principales identidades trigonométricas, abarcando las
identidades fundamentales, tales como las identidades reciprocas, las identidades del cociente y las
identidades pitagoricas. Cada una de ellas no solo se presenta, sino que también se explica de manera
detallada su origen y derivacion, con el objetivo de que el estudiante comprenda de forma mas matematica y
demostrativa por qué estas formulas son correctas. Este enfoque busca que, al utilizarlas, el estudiante no
solo las aplique de memoria, sino que entienda su fundamento logico y la relacion que existe entre las
funciones trigonométricas. Finalmente, el documento ofrece ejercicios resueltos que sirven como guia de
aprendizaje y problemas propuestos para reforzar la practica y consolidar el conocimiento adquirido.

Introduccion

La trigonometria es una de las ramas mas importantes de las matematicas, pues permite relacionar
angulos y longitudes de los tridngulos, y tiene aplicaciones en areas como la fisica, la ingenieria y la
computacion. Sin embargo, para poder trabajar con ella de manera eficiente, es fundamental dominar las
identidades trigonométricas, que son igualdades que relacionan entre si las funciones seno, coseno,
tangente y sus reciprocas.

En este documento se presentan las identidades mas importantes de forma ordenada y comprensible,
abarcando las identidades fundamentales, ya antes mencionadas. Ademas de exponer cada identidad, se
muestra paso a paso de donde provienen y como se demuestran, con el fin de que el estudiante desarrolle
una comprension profunda y no se limite a memorizarlas. Finalmente, se incluyen ejercicios resueltos y
propuestos para que el lector pueda practicar y afianzar lo aprendido.

Objetivos del documento:

e Presentar de manera clara y organizada las principales identidades trigonométricas, mostrando su
deduccion y aplicacion para que el estudiante pueda comprenderlas, utilizarlas y relacionarlas
correctamente al resolver problemas.

Mostrar ejemplos resueltos paso a paso que faciliten la comprension de cada identidad.

e Proporcionar ejercicios propuestos para que el estudiante practique y consolide lo aprendido.
Fomentar la interpretacion geométrica y algebraica de las identidades, para que el estudiante
entienda por qué funcionan y pueda aplicarlas de forma consciente y no mecanica.

Definiciones:

e Identidades trigonométricas fundamentales

Una identidad trigonométrica es una relacion de igualdad entre funciones trigonométricas, que se cumplen
para cualquier valor del angulo para el que ambas partes de la ecuacion estan definidas. Las identidades
trigonométricas nos permiten plantear una misma expresion de diferentes formas. Por ejemplo, para
simplificar expresiones algebraicas, utilizamos la factorizacion, denominadores comunes, etc. Sin
embargo, para simplificar expresiones trigonométricas utilizaremos estas técnicas en conjunto con las
identidades trigonométricas.
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» Clases de Identidades Trigonométricas

Antes de definir las identidades trigonométricas fundamentales, toca recordar la relacion que existe entra
las funciones trigonométricas, el tridangulo rectangulo que forman y el circulo unitario.

(x,y) = (cos(a), sen(a))

cos(a)| &

Figura 1. El circulo unitario y sus funciones trigonométricas.

Por lo tanto, definimos la relacion entre las funciones trigonométricas y el circulo unitario, como:

y x
senfd == : cos @ =—
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figura 31

Figura 2. Relacion entre un triangulo rectangulo y las funciones trigonométricas.

» Identidades Reciprocas

Como podemos observar en la figura 2, las funciones trigonométricas se definen como la relacion entre
los catetos y su hipotenusa, respecto al angulo 6. Ahora bien, es importante tener en cuenta esta relacion
para poder definir que son las identidades reciprocas de las funciones trigonométricas, es decir, las
funciones trigonométricas que son inversas multiplicativas entre si.

En matematicas, un nimero es inverso de otro, respecto de cierta operacion, si al operar ambos entre si
dan como resultado el elemento neutro de la operacion. Por ejemplo, en la multiplicacion, el elemento
neutro de la operacion seria el uno, ya que al multiplicar uno por cualquier otro nimero, me da como

resultado el mismo. Asi, el inverso multiplicativo de 9 seria 1/9, ya que: 9 -% =1 . Por lo tanto, a los

inversos, en la multiplicacion, también se les puede llamar reciprocos.
Por otra parte, cabe recordar que si un niimero n es el inverso multiplicativo de otro nimero m, lo que
significa n - m = 1, entonces se puede reescribir de la siguiente manera:

1
n=— obien m= —
m n
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Con esta idea en mente, si nosotros observamos las funciones trigonométricas, podemos evidenciar lo
siguiente:

e Para seno y cosecante:
T

y
0) == 0) =—
sen(0) rycsc() y

Entonces:

R
<I=

Es decir: sen(6)- csc(6) =1

Por lo tanto, podemos concluir que, csc(6) es reciproco de sen(6) y viceversa:

1 1
) =—— )= ———
sen(6) csc(0) y cse(9) sen(0)
e Para coseno y secante:
X r
cos(@) = -y sec(f) = p
) sec(®) === =1
cos sec() = —-— =
Por consiguiente, cos(6) es reciproco de sec(8) y viceversa:
6) = — ©) =
cosie) = sec (6) y seav) = cos ()

e Para tangente y cotangente:

y x
tan(0) == y cot(f) =—
x y

y x
tan(0) - cot(0) = =-—=1
an(@) - cot(6) Xy
Concluimos que, cot(8) es reciproco de tan(0) y viceversa:
tan(0) = ! t(0) =
ey = cot (9) y €0 ~ tan (0)

En conclusion, las identidades reciprocas nos permiten expresar cada funcion trigonométrica en
términos de su reciproca. Esto es muy util porque nos da mas herramientas para reescribir y simplificar
expresiones trigonométricas de diferentes maneras. Dominar estas identidades facilitara la resolucion de
ecuaciones trigonométricas, la simplificacion de fracciones y el desarrollo de problemas mas avanzados
que veremos mas adelante.
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> Identidades de cociente

Las identidades de cociente muestran la relacion fundamental que existe entre las funciones seno y
coseno, ya que, como se puede observar en la figura 1, la tangente se puede reescribir como la razon entre
el cateto adyacente y el cateto opuesto:

sen(6)
cos()

E inversamente, dividiendo el coseno entre el seno se obtiene:

r
=y—=X=tan(9)
xr x

SRIRRIR

X
cos() 7 xr x
sen() Y yr y cot(9)
r
De manera que las siguientes dos formulas, llamadas identidades de cociente, son:
sen(8)
= tan(0
cos(0) an(6)
cos(0)
———=cot (0
sen (6) cot (9)

» Identidades Pitagoricas

Las identidades pitagoricas son un conjunto de formulas fundamentales en trigonometria que relacionan
las funciones trigonométricas seno, coseno y tangente, y se derivan directamente del Teorema de
Pitagoras aplicado al circulo unitario.
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Figura 3. Identidades pitagoricas

La principal identidad pitagorica trigonométrica, es la identidad que relaciona la funcioén seno y coseno
con la unidad:

sen?(0) + cos?(0) =1

Para demostrar de donde proviene esta identidad, utilizamos la definicion elemental de las funciones

trigonométricas:
2 2

sen?(8) + cos?(8) = (%) + )

r
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1
— 2 2
= (y* +x7)

Como se puede observar en la figura 3, la relacion entre las funciones seno y coseno respecto a la
hipotenusa, forman un tridngulo rectangulo, asi que, podemos aplicar el teorema de Pitagoras, que nos
dice que la suma de los cuadrados de los catetos es el cuadrado de la hipotenusa, es decir: y? + x? = r?,

por lo tanto:

2

1 r
sen?(6) +cos?(6) = 5 (2 +x%) = 5 =1
r r

Por lo que concluimos, lo siguiente:

sen?(0) + cos?(0) =1

Ahora, para obtener las otras identidades pitagoricas, se hace un procedimiento sencillo. Si dividimos
todo entre el cuadrado del seno, nos queda:

sen?(0) + cos?(8) = 1

sen? 0 +c0529 B 1
sen2@ sen2f  sen?(0)

Utilizando las identidades reciprocas y de cociente, obtenemos:

1+ cot2(8) = csc?(6)

Para la ultima identidad, dividimos ahora por el cuadrado del coseno:
sen?(0) + cos?(8) = 1

sen? @ N cos’6 1
cos?20 = cos?0  cos?(0)

tan?(0) + 1 = sec?(0)

Matematicamente todas estas identidades representan que, todas las funciones trigonométricas son
diferentes formas de describir la misma relacion geométrica, y conocer una de ellas nos permite expresar
o calcular las demas. Esta conexion es fundamental en trigonometria, ya que nos brinda multiples
caminos para simplificar expresiones, resolver problemas y comprobar resultados.

» Ejercicios de las Identidades trigonométricas fundamentales:

e Ejercicio 1: Sabiendo que se cumple lo siguiente, sen a = % y que 90° < a < 180°, calcule las

restantes razones trigonométricas del dngulo a.

e Solucion: Obtengamos las demas funciones evaluadas en dicho dngulo. Empezamos con la relacion
de csc( &), ya que se puede obtener directamente utilizando la identidad reciproca:
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Ahora, utilizando la identidad principal pitagdrica, podemos obtener coseno. Sin embargo, notemos que
por el intervalo en que esta definido «, se cumple que el coseno es negativo:
sen?(a) + cos?(a) = 1

2

cos?(a) + 2 = 1

2(a) + i 1
cos~\a -_— =
25

2 =1—-—
cos“(a) T

2(2) 16
cos“(a) = ==
25

16
cos(a) = — o

cos(a) = —

Ya que tenemos el coseno, podemos obtener sec(a) directamente:
1 5

sec(a) = cos(a) —4 4

Ya solo nos falta obtener tangente y cotangente, estas dos las conseguimos partiendo de las identidades de

cociente:

@ 3 3
_sema) 5 __2
tan(a) = cos(a) _ 4 4

5
@ -5 4
_cos(@) "5 _ 4
cot(@) = en(a) 3 3

5

s . . . sec?(a)-1 _ 2
Ejercicio 2: Verifique que la identidad ——=-= @ = sen (@)

[ ]
Solucién: Recordando la identidad: tan (a)? + 1 = sec?(a):

sec’(@) =1 (tan’(a) +1) -1

sec2(a) sec*(a)

tan?(a) 2 L
sec2(a) an®(a) ec?(a)

1 sen(®) _ tan(6) , entonces:

Recordando las identidades: sec(8) = o5 @ Y c0s(®)

sen?(a)

tan?(a) - cos?*(a) = 0@ cos?(a)
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_sen®*(a)

= m ' COSZ((Z)

= sen?(a)

e Ejercicio 3: Verifique la identidad (1 — cos? @)(1 + cot?a) = 1
e Solucién: Trabajaremos el lado izquierdo de la ecuacion:

2
(1 —cos?a)(1+cot?a) = (1 —cos?a)|1+ o ¢
sen’a

Podemos reescribir a 1 como:

= (1 — cos? a)(

sen®a N cos?® a
Sen?a sen?a

Sen?a

= (1 — cos? a)(

sena + cos?a )

1
(sen’a) (senza) =1

o Ejercicios para el estudiante:

» En los siguientes ejercicios, simplifique la primera expresion trigonométrica al escribir la
forma simplificada en términos de la segunda expresion:

tana+cota
———=cosa
csca
seco+csca
2. ————— =sena
1+tana
cosa
3. ——+tana =cosa
1+sena
1
4, —— —cota = cota
sena-cosa
1 cosa
5. - =csca

1-cosa 1+cosa

e Conclusion:

En este documento se repasaron las principales identidades trigonométricas, mostrando como se
conectan entre si y como se pueden deducir a partir de relaciones geométricas como el circulo
unitario y el teorema de Pitdgoras. Se presentaron las identidades reciprocas, de cociente y
pitagoricas, todas acompafiadas de explicaciones paso a paso y ejemplos resueltos para reforzar su
comprension.

El estudio de estas identidades permite entender que las funciones trigonométricas no son férmulas
aisladas, sino distintas formas de expresar la misma relacion geométrica. Esta vision ayuda a
simplificar expresiones, resolver ecuaciones y encontrar valores exactos de manera mas intuitiva y
segura.

Recomendaciones para el estudiante: para trabajar los ejercicios es util primero identificar qué tipo
de identidad podria simplificar la expresion y reescribir paso a paso usando transformaciones
equivalentes. Finalmente, dedica tiempo a practicar varios ejercicios, ya que la agilidad y la confianza
en trigonometria se adquieren principalmente con la practica constante.
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